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Gaetano Sp.eran-za

Numen complessi e tranormazlonl
geometriche '

~ La teoria dei numeri complessi costituisce uno degli ar-
gomenti della materatica elementare fra i pitt mterd.ismplmari'
sia nel quadro della scienza in generale che dello speCIflco di
sCorso matematico.

Solitamente tale argomento viene affrontato nell’istruzione
scolastica negli ultimi anni di corso e sovente in rnqdo abba-
stanza marginale, usualmente in relazione a que]Ie nozmm 11‘1-
dlSpEl’lSdblll per l'elettrotecnica.

_ Eppure le vaste (e addmttura a volte 1nsospettate a prlma
v151gt) interconnessioni fra argomentl della matematica, in cui
i_numeri complessi assumono una funzione algebrizzante ¢
compatiificano i risultati rendendo piit agevole la sintesi, sem-
brang essere motivo di notevole stimolg formativo e si pon-
gono fm i cardlm di quel discorso sulla quelhzzazmne e sul
metodo matematico della riduzione dei probleml ad altri pili
affrontabilj, che sempre pit incalzante e calzante diventa nei
programmi scolastici finalizzati all’ incremento di capac:ta pro-
gettuali.

Le trattazioni usuali della teoria in specie partono da
considerazioni puramente algebriche (non ' completezza 'alge:
brica del campo dei numeri reali) e solo in un secondo mo-
mento ‘ interagiscono  con una visione  geometrica, Diisolito
tale iriterazione richiede 1'iso diconcetti prevequisiti dir geo-
metria elementare (angoli,/teorema di Pitagora, ecc)); pertan-
tg--si-tratta di un accostamento. di -due teorie- poste: su uno
stesso piano; fra cui quella geometrica & conoscenza'presuppo-
sta:.Cio essenzialmente costituisce:la causa dJ ‘g mtarde nelv
Pintroduzmne di ‘tale sistema Jmamerico. « 2115 3t

" Neél presente:Javoro si‘espongono le hnee teom:he ch HUNo
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sviluppo del tutto indipendente da precedenti trattazioni di
geometria, facendo attenzione alla naturalezza delle definizioni
 sulla base di una visualizzazione del piano complesso mediante
- J'uso di un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali,
inteso come supporto semantico alla sintassi dei numeri com-
ﬂt&mwm intuitivamente utilizzato,
e nel programma di scuola dell’'obbligo).
_ 8i realizza quanto detto operando una convoluzione fra il
discorso operazionale (somma, moltiplicazione per scalari, con
relativa, visualizzazione vettoriale; il che permette comunione
di fisica) e trasforma-
dmmmi::rmdmdotpuntodaunm
nsieme di esse particolarmente facile, i cui elementi sono qui
- de sirmmu'iefondamenmli
', Risultano pertanto prerequisiti soltanto i metodi di riso-
ﬁgﬂd&mﬁmiesh&mﬂiﬁaﬂ e di equazioni di se

In questa sede si sviluppera il discorso sulle isometrie,
; o spunto da quanto fatto si innestano su tale
h pniomctria la teoria dei gruppi e delle matrici,
di Juoghi geometrici tramite trasformazioni nel

, che & volutamente improntata all'essenzia-
e al rlpre formale, si articola in definizioni (simbolo

“teoremi (simbolo THE) e esercizi (simbolo EXR), que-
'ﬁnuiﬂpumndmﬂcammhmpiﬁinmr&me
te per il lettore.

TEC
.I' COMPLESSI

DEF. 1) - Si definisce numero complesso una coppia i
~ nun mﬂ.quhdim-hmwcﬂ R X R. L'insieme dei nu
- amwmcmm
@ un mvh-npl-o
qdm-u.hnl 1 '

d e .
__.-'fe:»n-dr- e
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~ detta parte reale, mentre b parte immaginaria; in simboli:
A ;Q'{Fl =a,Im(z): = b. Sia Re che Im sono funzioni C— R.

DEF. 2) - Chiamiamo copia in C del numero aER il na-
mero complesso (a,0). Poniame: a-: = (g, 0). L'insieme di
e 'le coppie di tale tipo, ciod R X {0}, prende il nome di
s reale. Corrispondentemente, l'insieme {0} X R prende il
nom di asse immaginario e i suoi elementi si chiamano nu-
i immaginari puri. Definiamo l'addizione in C ponendo

ﬂ+(c.d) (a + ¢, b + d). Definiamo anche la moltipli-
. ; un numero reale e un numero complesso ponendo,
@, b, cER: a-(b.c): = (a-b,a-c). Si definisce anche la
omma di due sottoinsiemi di C, A, B S C, ponendo, A +
{z +w: z€A, w&B), come il prodotte di un ‘insie
KT R per un insieme A< C, ponendo: K-A= {x-z:
} 1zea} Inoltre chiamiamo opposto di c€C il numero
mplésso —z:=(—1)-z, e inoltre opposto di ATC Vinsie:

‘A: = {— z: 2EA}. Poniamo infine x — w: = x + (= W),
K -I_' ."m. I ' L

SRR Y :

. EXR. 1) - Rappresentare su un piano cartesiano la somma
di d aumrj complessi ottenendola eol noto metodo della
compesizione di vettori con parallelogramma. Rappresentare
po ,l pmdotm di un numero reale per un numero complesse

tenendolo come multiplo o sottomultiplo di un vettore.

5} Si definisce retta individuata da z&C l'insieme
(2): a'{al z: aER) dei multipli di z. Invece si chiama se-
'v']ﬁuatnda z l'insieme sem (z): = {a-z: aE[O + oo}

Te tali_insiemi).

awm unita immaginaria il numero com-
0, 1). Quindi possiamo scrivere agm numero m‘m
iella forma:

/ ‘g@,ﬂ =‘ ¢-:1_,”.0)_+ b-(0,1)=a-1_+b-i.

: Per semplificare la simbologia conve-
E ptmto di moltiplicazione (come si fa
_jﬂl* ﬂnihﬂuﬁ‘ﬁm

T




a ol w.(a‘b}m n+. Bl Foo e (¥
&'«‘ %)"”&hno&nm che, perogm a, beR si hn' (ab)i =
‘u__«m et b i 1 1 T 3

'ﬁ 1}

A qus:deqa.ngo loperaz.tone di moluplieazm
meri reali e numeri complessi p: = ({a, b+ ¢i) >

wﬁ,b,ql:—:ﬂl RXC—C.

b Fissato a& R, si ottiene la funzione 1 (a,-): ={z—*u(a.111

ZE&EC): ,{.',,r-h,,a, che trasforma ogni numero complesso z,
ippresentato . come un  certo raggio vettore, nel nume-

© complesso az, rappresentato dal vettore multiplo secondo
i Qﬂm -vettore suddetto. In corrispondenza, possiamo
~ defiimire. in modo analogo, fissato z&C, la funzione 1 (-,2): =
‘= {a =1t @ 2)! a=R): R = C, che associa ad ogni nu-
 mero reale @ il numero complesso az. Tale funzione ci con-
‘duce a cosiderare un'alira funzione simile, perd definita su
‘mumeri complessi, che ¢ m(z): = (/(a 0) = az: aER}:
RX {0} = C. Tale funzione differisce algebricamente dal-
‘la precedente soltanto per la sostituzione di aER con a_ =
m&w ma 'ha una intérpretazione geometrica, ‘'dal mo-
_ nella rappresentazione associa ad ogni raggio vet:
I'asse”reale un raggio vettore multiplo di 7, ossia ele-
et'(z). Osserviamo che m (z) trasforma' sem (1.), os-
' positivo dell'asse reale, iﬁ'sem(z)- e trasforma
, ossia il semiasse negativo dell’asse ji'h sem
’(z} Cid conduce, nel caso in cui z —?
) come una rotazione che porta a, in ai e a_
isulta 'quindi naturale estendere tale Eunzi&'l’lé ' cﬁé
asse reale. Il primo passo consiste nel definire m* (0
B! imnlvcﬁ @ER} tenendo presente l'idea della
exRertanto si ha: dom(m* () =(Rx (Q)) U A(0).X.R),
1P ChEM*(!')) ) = — l!Fii-\'Ilrn')l'l {T‘ u}w

- m“w*f“‘* T
: M’mﬂ & a1 !‘a-”lqu‘ﬂ' “q ;'r- :
ng _0___ ‘\I'I a1 e i

" h"r"’* "w:F' '-"P



E: B l) sia associativa (ossia, per ogmi'w, 7, wels ur (zvw) =
L o6 (u'z) :w) | v b3 A v Doty [l

. ?j '.'Z} sia. commuta.tlva tcloq tale che, per qgni u, zEC u‘l:z =
1. Ei ,.'=. Z':u) = ol

i 7 oL’ ' rir
f 3) sia d.lstrlbuuva nspetto a +:CxC - C (cme tale
17 ‘dHe si abbia, per ogni'i, z, weC urt (z + W) I—'Et:z +

+uvw)

.{"”“4) sia tale che, per ugm EC i (8 ,z) C - C esten.
B da m (z) (cioe t(a_,2) = (m(2)) (a.) = az);

-0 5) sia tale che =t (- ;1) coincida con m* (i) sull’asse imma-

ginario (cioe T (ai, i) = m* (@) (a) = —a.). 1

) THE, 1) - Esiste und unica moltiplicazioné < in C, otte!
n ta(dalla, formula: b

: N (et bis (c+d:)~(ac-bdj+(ad+bc);

. U!'IDH LafLs

Pr,qvmmu mnanzxtut;o che una operazmae ‘: che

- 31116 condizioni nichieste deve necgssanamente sod-
¢ l'eguaglianza *) precedente. Sia, quindi, % una molti-
one m C ai sensi di DEF. 5; dalle condizioni 4) e 2)

R = t(a, b)*&(b)—(ab)d | 'a;'_
ln m.rba-birm—r(a_,,b:)ta{bt)-.(ab):
Mﬂ'—‘dﬂ 2) e 5) deduciamo:

! “wdmY "] fl|| i l..
) ._‘ i':n:—m'r:—':(az ) = —a_.,

4), 1) c) e a) deduciamo: _ .

[ mqﬂ(a_n):bt-ﬁ m-:(mb:‘) =aL T r'b- =¢,_:
aﬂorﬁ"rdb)-- ! "= 4

I Laﬂﬁli ﬂo k), 3 ea), b) c), d) si ottiene ‘i -

dc-l-dL {a_+b:') t (Euobdl) = (A b bl T et b
+edit(al4bi) = cra_ +ecxbi+ dita_ +
a)el deckeb) i 1Hni(ad) i+ (—db)- = (ca—ab)-
' Jche &:la *).



wrisulta che se esiste una t con le proprieta
mtuniuedhalaformamdimtain *). Cid non
“‘: *‘ n 'l‘_\si‘ﬁatta esista. Resta quindi da provare

one determinata dalla formula *) soddisfa in ef-

mdizlmil) 5) LOSI‘PI‘O'VICODJCGSBI‘CiZiO Lt

)

.);. std&l;um pmdmto dei numeri complessi z,
v ‘m

aws ;?,@gg-(w)—rm(z)rm (W) + (Re (2) Im (w) + Im(2)

:3) - Provare che la funzione I': = { x = (x,0):
hhmﬁpmpnm

- ;}-P(x)-b—l‘{y),l"(—x}:. ~T (x); T (x-9) =T (£)-T ().

Qu {#'1'1')- = x..+y_ (—2). =—x-, (xy). = x_y.).
X (ﬁN
VAZIDNE In base alla DEF. 6 possiamo scrivere
.'W’—lf(m)*- —a_. Inoltre la funzione m* (i) coin-
ﬂ'inolﬂ'pﬁcazione per i sull’asse reale, in quanto esse
anc ‘'ad a-"il numero ai. Dal momento che m* (i) era
sostriita tome rotazione , si pud verificare se la mol-
one per i, che indichiamo con (- 1), agisce nella rappre-
lone come la suddetta rotazione. Siccome (-1) (z) = zi =
@D4+Im())i=—Im(z) + Re(z),i, quanto detto
-\3  vérificare che la funzione ( (a, b) = (=b,a): &,
Mrelentata da una rotazione. Cid ¢ avallato da

jtl punﬁ scelti ad arbitrio nel piano urtesiano
di C.

7} Glﬂamiamotrasl’ormuioneint?ogni&m:m
C. Una trasformazione in C che $ia 'simmé
_-:uindichhmmuwhmﬂumnﬁow"ei.wc-c

“}i ﬂ"f&‘?} ‘Q&ﬂn%% %ﬂ,ﬂﬁ?w

: 'b hﬂ'r *] (Wt a2l n) = (l'ﬁ'!': !‘M"‘h)
J mmmm:m L

‘,y- Vg we—

ﬂl*.o-.,g 1_ N- A



. DEF. B) - Si definisce trasformazione ortogonale fonda-
mtale la trasformazione ort: = (-1i) (v. 'osservazione pre-
ente), Pertanto, se 2€C, si ha ort (z) =z=—Im(@)+
Ré (ZJI'

& "'EXR. 5) - Provare che inv(or) = {z = —ort (2): #EC)

,perognl z€C,siha: ort (—2) = —ort (2) = fnv(oﬂ)(:)
i

~1w:DEF. 9) - Si definisce reciproco del numero complesso

'z un numero w tale che zw=1.. Si definisce quoziente di z&C

wﬁCunnnmmuECtaleehezr-uw (definizioni analoghe
pelle date per i numeri reali).

THE. 2) - Se z#0_, allora es'lste uno ed un solo w re-
ciproco di z. ) :

[

Invece non esiste alcun reciproco di 0-.

. Se w=c+di & reciproco di z=a- bi, allora per la DEF. 9)
Ih! (c+di) (a+bi) = 1-, quindi (ca—db) +(cb+da)(i=1-,

sia.(ca—db, cb+da) = (1,0). Pertanto deduciamo che:

-

ca—db=1

'! s cd+ ba=0,

' ’!nle sisterna lineare nelle incognite ¢, d ha la soluzione
¢, d) = (a/(a’+b%), —b/(a'+b")). Quindi esiste al massimo
';“":- w=c+di che sia reciproco di z. Per dimostrare che tale
& effettivamente reciproco di z, si procede col calcolo di-
& v&ﬂﬂca l'uguaglianza (a/(a*+b") —=b/(a+ DD (a+
?ﬁ- ‘quanto concerne la seconda parte dell’enun-
2iato del teorema, se esistesse un weC reciproco di 0., allora
r s w0_=1_ quindi, essendo w0_=0., seguirebbe l'as-
;ﬁﬁ.zl_ N |

— | } J

'ﬁ" 'Poh?m:id perun qun.lunquez-a-}-btaﬁ'o_.
.'\__ ’P_J\'Iaj(d"!' I

i3 Mmmluﬁz.w.mw#e_
q;ﬁl’:qmdizaw Inoltre, se z #0.-

B



aleun ‘quoziénte di 7 ¢ 0., mentre ognj nu-
fﬁmﬂm\tediﬂ_eﬂ_ Ve

uﬂve( ¢he uw-—z, “allora (uw) rec (W)=21 - rec (w)
“per l'associativita della moltiplicazione in C, u (w -
= Z-rec(w) ossia, u-l-=z-rec(w). Quindi se u &
- ﬂd 2 e w, allora u=z-rec (w); pertanto vi & al mas-
no di tali u. D'altra parte, z-rec (w) & effettivamente
yziente di'ze w. Resta quindi provata la prima parte

sma. Se, pof, quando z 7#0_, esistesse un numero i
fiente ‘di z e 0= 'si avrebbelu0_=z, quindi 0_=gz, contro/ il
che z # 0_. Infine, preso un qualunque numero ueC,
i ha #0_=0_; pertanto u & quoznente di 0_e 0_. I

“ O!U (M lr-c' L ] [ (R A
bEF 11) - Se z, meC e W?‘—'O_, poniamo z/w =z rec{w)
i
‘ are, ségue che re¢ (w)-1 /w o

5 llnrllﬁ'l‘ TR | ' e
- ﬁlﬁ}u PBrovare che la ﬁmzmnc I ﬂeflmta in EX:R: 3
ha ['ulteriore proprieta: I'ix/y) =T (x)/F (); per ogni scelta
‘R e y=R — (0}.

i th o)

VENZIONE: ne] seguito a_ verra scritto semplice-
e @ e si capira dal contesto se ci si riferisce ad un
nplesso dell'asse reale o ad uno reale. Ad esempio,
EEC si intende; a-€C, seaER; mentre 1/w signi-

W, guando wes(, 0 e wila b= shot
LY L) J[:):nlt[ Ie 5 1, @,
’ 'Au. Dati- ulv.wE,Ccanv,w#:O ogﬂregh,e

émé. it Wolw) = )/ e che G/l
strare PQC#&F&ERC&#Q. allora u/k =

u’t = 0w vhisees ilinu = 2 ;f;fjﬁ‘wi e

: K, par dummlnm ﬁqmgeme di”zgw




.;'uu.DF.F 12) - Sia z un numero complesso.- htruﬁormdone:
e m@iswoswrawee)
& detta traslaaone di Spomtmenm f AR TN T NCIE ST

A b o Ay o T VIR Aol 3 'wit
_‘ EXR 8} Datounnumemoomplessonmn’alm:ua‘ﬂ#
o z&C, rappresentare ref (1) e tra (2) (ret (1)) ={tra(2) (w):
W rer(u)} Inoltre dimostrare che tra (z) (ret (z)) = ret (2). &
' e k&R — {0} si halrer (kz) = ret (z)

4 ' e LF i) "'

DEF 13) - §i definisce il medio fra z & w eleme'nﬂ di C
pnendo: . o
T‘l_["' med (z, w): = % (zF+w) = (24 w)/2 - '

€in \generale, data una famiglia di numeri z: [1...n] = €,
1 nEN—{0}, chiamiamo baricentro di z il numeros -

313 L

It

S bar{z):=E(z)fn=(ézﬁ)J-£n r
QIOY, “afa. ! ) , Foror ey :
- J_\'f. 4 ) PO P
I A IX ]! I-"} L

‘ -'DEF 1) - Definiamo le seguenti funzioni C - C:

m = {z=>—z zEC} (detta apposkione o aithme-
it. ‘tria centrale) e

{z=>Re(z) — Im(2)i: 2&C) (detta cnnmgn-
0 simmetria rispetto all'asse reale) .«

ﬂ- L {4~ Re (D + Im (D) () 2ecy (simimetria
m all'asse verticale) '

3 = (g Im(z) + Re(z) ir z&C) (simmetria di

Pt o saitoni

l)con

Py
| Lty L

bisettrice principale la retta bsp: =
secondaria la retta bsét = mﬁulo =
th Avh r=1 AR | (1

S e

5% A e

d
|}




s EXRqc1) - Provare che le funzioni «) .. 8) sono simme-

, in C (v. 1. DEF. 7), e vedere come esse agiscono sugli

“insiemi sem (1), sem (i), sem (—1), sem (—i) (v. 1. DEF. 3) e

u bsp e bss. Comporre, poi, le suddette simmetrie a due a

due ed esprimere ort come funzione composta di due di esse
v. 1. DEF. 8).

L ‘\bom;nosiz'ione di due simmetrie da =Iuogo ad una sim-
tria 7 ‘ :
‘.',r' Provare che per z, w&C si ha con(z+w) = con (z) +

%m;ﬂ con (zw) = con (z) con (w), con (con(z)) =z

 DEF, 3) - Si definisce retta ortogonale a :&C la retta
w.l (2): = ret (ort (z)) e invece si chiama semiretta fonda-
. ortogonale a z&C la semiretta sem L (z): = sem (ort
}. Si dice che w & ortogonale a z se e solo se wErer L (2)
- W z=0; in tal caso si scrive simbolicamente: w.l z.
¢ "o

"~ EXR. 2) - Dimostrare che ret L (—z) = ret L (z) e sem L
}—-»:) = — sem | (z), interpretando queste uguaglianze geome-
- te. Provare che se wlz, allora zlwechesewlze
9.},#: e u, z ¥+ 0, allora wEret (1), Cosa sono ret (0) e ret 1 (0)

,{ﬁ.k ‘semirette corrispondenti ? Dimostraré inoltre che se g,
Vel cu_L)v e kER alh)ra ul kv.

3F; 4) - Dati due numeri complessi z, w, chiamiamo vet-
ungente z con w il numero che aggiunto a z da w,

B LI

R !*t'ovare che, dati u, v, weC, si ha la seguente

. flaeuq di Chasles: vet (u,v) -+ vet (v, w) = vel (u, w).
undisegno " TR



,n) al variare di m&R (cioe studiare la funzione rtt (-, n)),
‘mentre, fissato mER, studiare rtt (m, n) al variare di nER
(cioe studiare la funzione rit (m,-) ).

1 -
+OSSERVAZIONE: facendo variare i parametri reali m ed
u, la retta rit (m,n) prende tutte le posizioni possibili nel
‘piano tranne quelle verticali, cioé parallele all'asse immagi-
pario {0} xR. Percido diamo la

DEF. 6) - Chiamiamo retta verticale spostata di o&R
linsieme: rv (3): = tra (3) ({0} xR) = {u+3: WEC, Re () =
0} = { (5,x): xER}.

3 EXR 5) - Dimostrare che rtv(3) = {a} + ret (i) e rit (m,
) = {ni} + ret (14+mi) (v. 1. DEF. 2). |

/ENZIONE: Nell'effettuare una operazione fra due
:di cm uno sia smgolan: (ossxa di un so,lq elementa).

'. imu;qe di écrivere ret (1+m£) + {,-m'). useremo Ia
ne semplificata ret (1-+mi) + ni.

%EF‘ 7) - Riuniamo le definizioni DEF. 5 ¢ DEF. 6 nel-
o8 scrittura:

. rit (m, n) se m, nER

R"(‘.",“’

BT
ﬁr' 7911

’Pﬂ' (m, n) € (RU{} ) xR e giustificata dal fatto che

flo m cresce la pendenza di 1t (m, n) si avvicina a quella

ati mﬁR U{e}, nER e z&C, chiamiamo sim-
o atla retta Rtf (m, n) un punto w&C con

oy
¢ I . :w.’ a R“ (m’ ”)ir i ' \u

| orev () se m=00, n€R



A0 0P venofzy w) - L. Rt (m, n) (cioé vet (z,w) 4. u,per
e ib ~cogni uamt(m,n})

loaso d I,:,' '
4 THE. 1) - Se m&R Uloo} e z&(C, allora esiste uno ed
i solo weC simmetrico. di # Tispetto alln mus Rtr(m 0)

mu epvil| it i
-{Wltu’lﬁ,k(#(m)_f_xfm)-) con (2) ‘ r ' J. Y .I .‘.I.. ‘I-_.
ve si e posto
nar TP ST =) S (1 +m) sé meER
= (1) WA ti')} H(M} = :
| =1 se M=o

ey A (FY A4 1 [ 2m/ (1+m’) se mER £

M) 1S 5 1) L \
-y T o
-hl 0 se M=o

‘m Dith. > osserviamo’ ﬁnanzitutto che la COndiz:mne B della
m ‘equivale ‘ad asserire che vet (z w) & ortogonale ad
i non nullo di Rt (m, n), qnindi nel caso specifico
%ﬁwy ‘Consideriamo prima il caso in cui mER. S ha
Yz, w) L'1+4nn, ossia w—z & ret L (1+mi) = Péf(drr
(14mi)) = ret (—m+i), quindi esiste kER tale che w—z =

ﬁ:—m-} = —mk+ki.
s = a+b1‘ew :c+yi Allofa t—a——mk'
=k, cioe:
W @ x—a=—m(y—b).

Que: iznd.lﬂone deriva da B). Dalla &) discende immediata—
- (@+2) /34 i(b+y) /2 =h-(1+mi) per un certo

' %d‘;h..-l]uvu.. P L PR O A A A R T Ltk

o oty vibHy) /2 = mi- [a.*;t) ,‘ 2.+ guzut. v ohinup

SR A

n}a b) mduwnoa *), tenute pruqnﬂfn



wdiimne @) dét med (z, w) = - {, per un oppdrtunﬂ UER
quinai;
i1 ‘(‘H‘x) /2=0.

¥ I.T ) L
V) e b) lmpllcano (x y) = (—aq, b) per cui w soddisﬁa alla *)
inche in questo caso.
Conviene osservare che al tendere di m  all'infinito H (m)
avvicina a —1, mentre K () si avvicina a 0, e cid giusti-
ica le scritture H () e K () dedotte dalle posizioni **). B

+~OSSERVAZIONE: il numero H (m) -+ K (m) i che figura
1*] del teorema precedente & il simmetrico di z = 1, ri-
spetto alla retta Rir (m, 0), come si ricava dalla *) stessa, e
guindi ha'anch’esso una rappresentazione geametnca

e b . Nt

wDEF. 9) . Indlckua;ﬂo con sim (m) la trasformazmne in
C che associa ad ogni z&C il simmetrico (esistente e unica
per il THE. 1) di z rispetto a Rit (m,0) e pertanto tale sim-
netrico & sim (m) (z). sim (m) & detta simmetria fondamen-

le di pendenza m.

EXR. 6) : Provare che, per ogni meR Uf{w}, simi(m) &
ania, simmetria in C; che sim () = ver (v. DEF. 1); che, se

=R, si ha H(m) + K (m)i =(14+mi)* / (14m") e tale nu-
nero, anche per m=o0, & il quadrato 7*: = zz di un oppor-
uno -z€R (m,0). Inoltre, dato un n&C, determinare i sim-
ietrici di u che appartengono all'asse reale (cioeé del genere

m) (u) ERx {0}, per opportuni m&R U {e}), verifi-
pdo che essi' sono fra loro opposti e hanno valore assoluto
_iaﬂ«/(auzﬂ dove a=Re (1) e b= !mfu) ok
m al'n G L

RNE EF. 10) - Chiamkamo modulo una funzione p: C—> R che
' - 1 Balisi ws
1dg sull'asse reale con la funzlone valore assoluto

aﬁfﬁ‘ {x = |x|: xER} (ossia tale che p (x,0) = |,7_c|
m;&
¢ ‘sin’ invariante per simmetrie fondamentali, cioé
shie §e MERW {00} (¢/2&C, allora W (2) =  (sim) (m)
EXAIR: i g K es uflv‘ggbu T



- 4. OSSERVAZIONE: Le condizioni 1), 2) di DEF. 10 danno
a i (2) il significato geometrico di distanza di z da 0, in quan-
':« to @ il significato geometrico del valore assoluto per i numeri
~dell’asse reale, ¢ due punti fra loro simmetrici sono equich

Md&a

h'] T'HE 2) - Esiste un'unica funzione modu!o ft, ed & tale
L 2&C; allora:

*) r @ = VIRE (2) + Int* (2)).

mu;ﬁmu »Se! ¢ & una funzione module e 7&C, allora per la
~2» di DEF. 10 si ha: p(z) = w(sim (m) (2)) per ogni me&R
U {o}; possiamo scegliere m in modo che sim (n) (z) sia sul-
: reale e cid (v. EXR: 6) comporta due possibili valori
per sim (m) (z), ambedue aventi valore assoluto dato dal se-
¢ondo membro di *); per la 1) di DHF. 10, quindi, p (z) coin-
le con tale valore assoluto cioé vale la *) I

“ ¢|

_lF lIIJ anamo, per zC: ,
ey g : =V (R @) + I @)).
Lt
,‘Q ("THE: 3) - Siano m&R U {0}, NER, z€C. Esisté un uni-

mwtﬁco wdl 'z rirpetto a Rtt (m, n), dato dalla fomnwa
' l
‘;r.‘ﬁ’) w = sim (m) (z—1) + ¢ ,
‘dove t & il punto reale della retta Rir (in, n), che & -—n}m
1 Jt}‘mmtve comcide con n qua.ndo m...eh -

vo dci,l: -snluzioni.di un sistema lineare, nyﬂn.w
i'= Re (w), y: = Im(w), come abbiamo fatto per il

4, perd & piu elegante e geomztricamente imtﬁw;pm-
inunaltromodo ciod tramite traslazioni.

n che'sé fras
__ ’Ha’h’ M"mf‘(w’n)'w X



lbnntogmmhtx. Basiamoci/ quindi sulla arbitrarietd di u per
. piconduroi alla situazione del THE. 2. Se meR, allora con
w="ni otteniamo 1ra (&) (r)=Rtl (m, 0) e quindi tra(—mni)
(W) = sim (m) (tra (—ni) (2)), cioé:
o’ a) w = sim (m) (z-l—m']'-i- ni.
-' e 'invece mr=oo, allora con w=-—n otteniamo tra(u)(r) =

= m(“) = Rt (o0, 0) per cui ricaviamo tra (—n) (w)=sim (o)
a (—n) (z) ), ciok:

o A we "“(“'“H“—ver(szn .

ano cosl provate I'esistenza e l'unicita del simmetrico w
Z'rispetto ad r. Abbiamo Ticavato #) con una traslazione
cale (cioé con spostamento immaginario puro) e §) con
“orizzontale (cioé con spostamento reale). Possiamo otte-
'anche a) con una traslazione orizzontale prendendo
n/m (tenendo presente che —n/me&Rtt (m, n)), ottenendo:

2") w = sim(m) (z-+n/m) — n/m.
"Icmp@ucono immediatamente a ). il
', 12) - Indichiamo con sym (m,n) la simmetria che

ogni z&C il simmetrico di z rispetto alla retta
Ouind; si ha:

ym (m, n) (2) = sim (m) z—t (m, n)) + t (m, n)

5 nr:m _n/m " mER
_, . n se m=oo

ioni rta (-, 1) e rta(m,-) e determinare la re-

che la simmetria sym (m, n) lascia fissi i

cio 'chie se ZERtt (m, n), allora sym (m, n)
w th punti di tale retta.

omme;wfad} si ha [H (m)+

& un » complesso di modulo 1,



allora esiste m&RU{oe} tale che H (m)+ iK (m) =« {de-
terminare tale m, precisando se esso & individuato univoca-
‘mente da #); che se z e W sono numeri complessi; allora
le-w| = |z - lwl, |z] =] con ()| = |~z e [1/z} = 1/ [2] (quest'ul-
‘tima uguaglianza con z # 0).

« (~THE. 4) - Siano @ e ® due simmetrie fondamentah Esi+
“$te)un .u=C tale che: )

) ®°0={z=>u-z: zC}

e tale # ha modulo 1. Inoltre, se ® ¢ una simmetria fonda-
_luamalr. e ¢ & un numero complesso di modulo 1, allora
“esiste una simmetria fondamentale @ tale che v—algp. la re-
hzione *): \ -
“"“D‘Hﬁ Se BP=sim (s) e G—wm (f), con s, t=R U{m} e
.E@t‘[-‘e' sé& pomamo
Ubib B(m) = H(m) + iK (m) per ogni meR U{ o),
allora ®°8(z) =® O (2)) =P (B(1) -con(z)) = B(s) -con (B
(©)) -z, quindi vale *) con u= B(s) -con(B(D)).
Si ha anche: [u/=[B (s) con (B (1)) '=/8(s)|-|con (B(A)|=1"
ﬂ) [ =1-1=1.
i:_mece sono dati e u, con [u| =1 e ®=sim (s), allora
tsf ha modulo 1, qu.md: (v. EXR 7) esiste IER U{w)\
| L‘lllu che B (1) = con (u/B (s) ); percio si ha:

(3) Jcon (B(£)), ossia la *) & verificata con B=sim (".)".

F. 13) - Dati due¢ punti z, weC, cluammmo distanza

'“ﬂ zda w il numero:

* dist, (z,w) | et ) |

windi: dis = 'w—z|="[2-
W%g “’Irﬁ fW))’) {’quﬂia £ ta‘




5.« EXR. 8) - Provare ¢he la composizione di due isometrie
& una isometria ¢ che le simmetrie sym (m, n) sono isoretrie.

. "THE, 5) - Seféunafsometriaef(o)*—-odf(l)—*lal
3 Iﬁnf.-ldf(f)-—{z-*z &0} oppu?df&cdn. ) :

) nln Dim.: Poniamo z=a+ bi erp‘ (2) = c+di. Sk:mmc H-(z}-i—-
L o f @ | = | z—0 | =lz|e|f(@— fO) |:= | z— ki, dal
':futho Cth{O) 0&)‘(1) l;uguechz |f(¢)|—|21 e If(z)"r-
;.*ﬂrlllez—lt Percio +d'=a'+b elc—1V+d& = {ﬂ-r'd}""l-
: *a? Da tali uguaglianze 'deduciamo a=c e b=+d, cmé

| w Re@ = Re () & I (@) = I (D).

4 8
- Pert: to prendendo 2=, ncaviamo che. f(i) :l:z. Nel easo in
et bﬂﬂ— | abbiamo, per ogni. zC. |f(d—il=|f(@—f@)/]
h[;'r-sl quindi @’ + (b—1) = ¢" + (d—1)’ e allora, essendo
alide le uguaglianze %), si ha b-—-d quindi Im(z)-.i'm(f
',“ mtal caso f(2) = 2 ' .

, f ()= —i, dedutiamo If(z)+=l if (z) f(ﬂimlz—:t
c’+ (d+ 1) = a*+ (b—1)*, da cui, sempre terute pre-
‘e‘%} si deduce d=—b, ossia Im (f(2)) = *:mm e
leonséguenza f(z) = con (2). W ‘

ﬂj’ oy i
' DEF. *14) Sl definiscono rotazioni intorno all’ origma le
mnetrie che lasciano fisso wlo il pumo 0, cioe quaﬂe iso-

T prrrmisihw
‘.I]J;I s [ ¢

-.-,r _.}l_'n‘[ Ll {zEEC f(z)—z) {01 et ¥
rntaziohe mtomu allorigme andm h tmsfm'-
ﬁpntica id({C)={z—z zEC]

*i[ ]1”\ma.mo rot (u): (z*uz zEC} (pm

[ %lﬂ LECY mtmaﬂe)

Mm:pximi intorno all'origine tutte e sole
zioni m:vot(n) con |u| = 1. Inoltre, ogni
‘ ﬂmumdakﬂno rot (u), con

- ey .
¥



w=f({1). o'e una simmetria fondamentale, precisamente
{g=+f(1) <con (2): z=C}.
Ry
Dim.;, che ogni rot (u) sia una rotazione intorno all'ori-
gine & stato dato da stabilire appena sopra come esercizio:
roviama adesso che se f € una rotazione intorno all'origine,
illora)éssa & del tipo rof (4) per un opportuno u di modulo
mitario. Siccome cio segue dalla seconda asserzione del teo-
ema, | consideriamo una isometria f tale che f(0) = 0 e pro-
“viamo che essa & del tipo rof (1) o del tipo sim (m). In effetti,
prendiamo u: = f (1). Siccome f ha la proprieta di conservare
lg,giiwmze, si ha: |[f(1) — f(0)|=!1—0|= 1. Poiché f lascia
fisso il punto 0, si ha f(0) = 0. Percid abbiamo: [uf = 1.
finiamo a questo punto g = inv (rot (1) )°f (in modo che
f = roi fﬂ)"‘g) Dal momento che inv(rot (1) ) = rot (1/u), co-
-";_“ ii‘prbva subito, g & composta di due isometrie, quindi &
‘essa stessa ‘una isometria. Inoltre g() =inv(rot () (f(1)) =
- _ﬁv(réf () ) (4) = 1. Pertanto g & una isometria che lascia
fissi 0 e 1, quindi per il THE. 5 si ha g=id (C) oppure g=con,
g‘phgi,_ rispettivamente f = rot (1) oppure f = rot (u)°con =
= [z yu-con (2): zZEC}, in questo secondo caso f risulta es-
] mﬁp} tipo sim (m) per un certo mERU {oo} (v. Exr. 7)).
;& Adesso, per provare che ogni rotazione intorno all’origine
- & del tipo rot (u), osserviamo che una rotazione intorno all’ori-
& una isometria che lascia fisso solo il punto 0 oppure
quiad:, per quanto appena detto, o & del tipo rot (u)
ﬁpo sim (m); ma questo secondo caso non & possibile,
¢ una simmetria lascia fissi i punti di una retta, non
lorigine o tutti i punti come nel caso di f. Pertanto f &
tipo rot (#). Da notare che abbiamo proprio u= f(l]. come
jiamo visto sopra, : per cui f=rot (f (1)) Ca

TimSw =W
.

-

SSERVAZIONE: possiamo smtatimn; quqnw
ﬂh}mMmfémwphe
£ad emmalmente n’lll‘ﬁ. h’l Mho due possibili




1) si presenta quando f & una rotazione intorno all'origine
che lascia fisso solo z (quando f(1) # 1) o lascia fissi tutti
punti (quando f (1) = I; i tal case 'f=id(C)), mentre;2)
8i presenta negli altri casi, in cui quindi f & una simmetria
fondamentale e restano fissi i punti di una retta. Cosi abbia-
mo classificato completamente le ‘isometrie per cut 0-& fisso.
Da 1) e 2) deduciamo anche che ogni simmetria

f & ottenuta come composizione della simmetria di coniuga-
- zione con una rotazione intorno all’origine, esattamente quella
che porta 1 in f(1), ossia rot (f (1)) (infatti da 2) deduciamo
f=rot (f (I) )° con); analogamente una rotazione intorno al-
'mne f ¢ ottenibile come composizione della simmetria di
rione con la simmetria fondamentale che porta 1 in
Hlf} coma si deduce dal fatto che: f = (rot (f (1)) ® com) * con.

-m'nlE,'J) Unaqmlunquemmcuinfmrxﬁmumcﬁ:lh
seguenti condizioni:

Ltll

D) f@ =) — () z+ f(©0) , per osm 2€C;

nu

w2y f@=(f (1) —f(0) con(z) + {(0) , per ogni z&C,
N‘u '

- Dim.: si segue un procedimento dimostrativo del tutto ana-
_‘» aqmlhmhoperTHE&Inqmmcuoncmmdun
asformazione g definita come composizione della rota-
milf.l al numero complesso f (1) — f (0) seguita dalla
e di spostamento f (0). Osserviamo che il modulo di
',@}e-l.llmfigumillusmeralagchhﬁﬁcaudmela
. Tale funzione coincide con f per gli argomenti 0 e 1;
le si possono applicare le argomentazioni di THE. 6,
mente applicande THE. 5 alla isometria inv(g)°f.
BDe2. B

‘7 ﬂ vince che le isometrie sono tutte e sole le
“ﬁﬂauute componendo una rotazione seguita
i {fototradmoni) o il ribaltamento intorno
'asse reale p da ‘Mha rototraslazione. Otteniamo cosi

= e [ - h i
‘._L_.‘“ zdﬁm (o movimenti) e quelle
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